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При формировании изображения сверхвысокого разрешения с использованием технологии моде-
лирования группировки спутников с учетом возникающих сингулярностей в результатах необхо-
димого синтеза частотно-контрастной характеристики трактов зондирования целесообразно мо-
дифицировать известные математические подходы, в том числе правила применимости основных 
принципов теоремы Котельникова дискретизации функций для согласования условий сходимости 
итеративных операторов деконволюции изображений и условий по дискретизации изображений. 
 
Abstract  
In the formation of image super resolution using technology modeling a constellation of  satellites in view 
of emerging singularities in the results of the necessary synthesis of  the frequency-contrast characteristics 
of the sensing circuits it is expedient to modify a known mathematical approaches, including rules for the 
applicability of the basic principles of the  Kotel'nikov's theorem of sampling functions for matching the 
conditions of convergence of iterative operators deconvolution of images and conditions for sampling of 
images. 
 
Ключевые слова: сверхразрешение, деконволюция, субпиксельный сдвиг, группировка спутников, 
сингулярные функции, теорема Котельникова. 




Повышению эффективности формирования изображения со сверхразрешением 
способствует, особенно в группировках спутников, деконволюция зарегистрированного 
или сформированного изображения в тракте дистанционного зондирования каждого аппа-
рата [1,2,3], выполняемая с целью улучшения и восстановления резкости и, соответствен-
но, пространственного разрешения , которые уменьшаются как за счет наличия на изобра-
жениях остаточных функций рассеяния точки (ФРТ), так и ФРТ из-за внесения в процессе 
обработки изображений , особенно в оверлейных операциях, погрешностей [4,5]. 
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 Организуется деконволюция наиболее целесообразно в виде итеративного опера-
тора на обрабатываемом паттерне (в том числе с использованием спектральных представ-
лений оператора деконволюции (СПОД)). 
Одной из проблем для моделирования группировок при этом является необходи-
мость регуляризации возникающих сингулярных значений в синтезируемой частотно кон-
трастной характеристике (ЧКХ) тракта зондирования, необходимой для синтеза модифи-
цированного фильтра Винера-Тихонова и преобразования его в итеративный оператор де-
конволюции изображений. Однако, регуляризация приводит в итоге к квазирешениям по 
резкости, то есть к улучшению резкости на изображениях, всего лишь близких по некото-
рой норме к корректируемым изображениям [6].  
В соответствии с этим предложен метод представления упомянутых сингулярно-
стей моделями обобщенных сингулярных на мере нуль функций, парциальная свертка 
изображений с которыми при их подстановке в конечную формулу итеративной коррек-
ции резкости – формулу Ван Циттера, дает решение по деконволюции с минимально воз-
можными возмущениями измерительных характеристик обрабатываемых изображений, 
кроме увеличения резкости[6].  
При этом необходимо увеличивать частоту дискретизации изображений не беско-
нечно, а в соответствии с теоремой Котельникова, в связи с финитностью всех простран-
ственно-частотных спектров (ПЧС) изображений. Кроме того, выбирая частоту дискретиза-
ции из условия согласования с верхней модой ПЧС модели сингулярной на мере нуль 
функции необходимо отслеживать взаимосвязь критериев сходимости итеративного опера-
тора деконволюции изображения и собственно критериев теоремы Котельникова[6]. 
Разработанная израильскими специалистами технология формирования изображения 
сверхвысокого разрешения IBP [1] прописанным в технологии оператором проектирования 
F, порождающим связанные системы уравнений для пикселов формируемых изображений, 
позволяет для аппаратов с серией каналов, подобных поочередно инициируемым трем ка-
налам спутника типа «Ресурс Д», находить субпиксельные взаимные сдвиги при совмеще-
ниях изображений каналов и, соответственно, синтезировать порождающие операторы F 
для применения метода IBP с целью формирования виртуального тракта зондирования и 
соответствующего ему изображения со сверхразрешением.  
Целью работы является моделирование метода формирования космического изоб-
ражения сверхвысокого разрешения в соответствующей технологии инспирирования 
группировки спутников на реальных, предоставляемых аппаратом изображениях в неза-
висимых каналах дистанционного зондирования с поочередным их переключением над 
исследуемым ареалом при орбитальном движении.  
1. Построение деконволюции изображений и модели группировки  
из каналов спутника «Ресурс Д» 
На изображениях со спутника «Ресурс Д» с трех каналов формирования изображе-
ний высокого разрешения (для различных длин волн рассеянного потока облучения ареа-
ла) при орбитальном движении аппарата, с компенсацией соответствующих задержек 
можно формировать панхроматическое или цветное в практически реальных цветах изоб-
ражение. При этом на сюжете синтезируемого виртуального канала зондирования дина-
мические объекты успевают «разбежаться» по интенсивности будущих назначаемых цве-
тов и по координатам (например, автомобили или шевелящаяся крупная листва при нали-
чии ветра). Все три канала работают с излучениями трех длин волн видимого диапазона, 
подобранных для наилучшего цветового отображения ареалов и объектов в модели цвета 
RGB. При этом можно выявлять соответствующие субпиксельные сдвиги изображений в 
каналах и на базе модифицированного для группировок спутников лидирующего метода 
сверхразрешения IBP[1,2] формировать так же изображение со сверхразрешением. Для 
«Ресурс Д» таким образом созданы предпосылки осуществления стандартной технологии 
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последовательной съѐмки объекта одним спутником за время пролѐта района наблюдения. 
Подобные методы уже реализуются за рубежом: в спутниках Pleiades-1A, Pleiades-1B [6] 
используются методы сверхразрешения при синхронизации движения по крайней мере 
двух аппаратов, но детали процессов не раскрываются. 
Формируется изображение с увеличенным числом пикселов на таком же по апер-
туре носителе по формуле итеративного метода IBP: 
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 – следующая за n-ой итерация изображения со сверхразрешением;   
( )
–  n-ая 
итерация изображения со сверхразрешением;   
   – оператор проектирования исходных и 
нормализованных изображений группировки на изображение со сверхразрешением;    – 
оператор проектирования изображения со сверхразрешением на исходные изображения; 
    – исходные изображения;     
( )
– n-ая итерация согласуемого с исходными k-го изобра-
жения;   – оператор увеличения изображений;       – функция рассеяния точки на k-ом 
исходном изображении; ** – операция свертки; K – число исходных изображений для 
технологии сверхразрешения.  
В данном случае компенсации возмущений на исходных изображениях из-за ухо-
дов фактических скоростей движения изображения (СДИ) на фокальных плоскостях от 
запрограммированных СДИ на орбите для «Ресурс Д» уже выполнены, и синтез оператора 
  
   сводится к замерам взаимных двумерных субпиксельных сдвигов изображений, что 
представляет собой нетривиальную, но решенную и представленную в работе [2] задачу. 
Останов процесса формирования изображения осуществляется на момент начала измене-
ния контраста изображения [1]. 
Измеряемая на изображении ФРТ служит для конструирования оператора деконво-
люции, но она не всегда обладает полнотой ее спектрального представления F(ФРТ) (F-
двумерное Фурье-преобразование). Вводя для такого представления обозначение H 
(спектр или точнее ПЧС ФРТ с неполнотой покрытия диапазона пространственных частот 
задачи) и минимизируя невязку H с оптимизированной ЧКХ тракта зондирования (канала) 
введением частотно-зависимой добавки ν к H, получим широко используемый в коррек-
ции резкости, но модифицированный фильтр Винера-Тихонова со спектром откорректи-
рованного ядра оператора деконволюции H-1м [7]. 
ЧКХ при этом синтезируется отношением ПЧС зарегистрированного изображения 
к ПЧС корректируемого изображения, а оптимизация ЧКХ заключается в соответствую-
щей предобработке этих изображений так, чтобы огибающую ЧКХ можно было как мож-
но лучше приблизить к квазипрямоугольной форме окна пропускания пространственных 
мод ПЧС на любом азимутальном ее срезе, не вызывая перерождения деконволюции в 
процессы контрастирования изображения, визуально принимаемые за улучшение резко-
сти. Начинается процесс с синтеза стартовой ЧКХ при очень малой предварительной кор-
рекции резкости на зарегистрированном изображении и оптимизацией ЧКХ приводится к 
оператору деконволюции с спектром ядра H-1м [7].  
Сингулярные значения возникают в ЧКХ из-за того, что используемый в знамена-
теле выражения для синтеза ЧКХ ПЧС (первично или на этапе итераций) откорректиро-
ванного изображения имеет достаточное количество нулей. Методы регуляризации (заме-
на нулей стремящимися к нулю параметрами (регуляризация Тихонова) или игнорирова-
ние соответствующих пространственных частот в решаемой задаче с уменьшением в пре-
деле полос «игнорирования») приводят всего лишь к близкому к «истине» решению, ко-
торое не может удовлетворить требованиям, предъявляемым к технологии сверхвысокого 
разрешения [6].  
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В рассматриваемом случае сингулярные на мере нуль функции – это т.н. δ-функции 
или ряды из их производных, их регуляризованные модели – это гауссоподобные функции 
(так называемые «шапочки») или ряды из их производных, а модели интервалов меры 
нуль – это апертуры пикселов, деленные на К, и К≥7. Это начальное значение критерия К 
уже обеспечивает необходимую точность совмещений и замеров сдвигов изображений, 
алгоритмически тарируемую половиной апертуры «нового» пиксела, что не хуже 10-1, что 
нормативно соответствует зонам ПЧС не поддерживаемым никакими трактами зондиро-
вания, т.е. лежащим в области полного обнуления регулярных ненулевых сигналов, что и 
соответствует понятию меры нуль.  
Оператор деконволюции в итеративной форме – это апериодическая двумерная 
свертка ядра оператора (интегрального оператора свертки) на каждой итерации и соответ-
ствующего номеру итерации изображения. Сохранение возможности точного восстанов-
ления исходного (с повышенной плотностью числа гармоник на линейный размер коор-
динатной плоскости) и даже сплошного спектра указанных объектов в соответствии с тео-
ремой Котельникова при дискретизации для построения вычислительных процессов тре-
бует превентивно выбирать частоту дискретизации объектов на каждой координатной оси 
в два раза выше высшей гармоники в ПЧС объекта.  
Формула погрешности итерационного процесса деконволюции имеет вид [8]: 
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SS  исчисляется 
аналогично, )(nИS  – корректируемое на этапе итерации изображение; при этом гипотети-
ческого (ожидаемого) изображения SИ, скорее всего, не существует, и в левой части нера-
венства (2) стоит число не большее 10-1 (по принятым нормативам). Норма оператора Т в 
соответствии с технологией итеративной деконволюции [8,9,10] равна 
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где числитель и знаменатель – евклидова норма (формула Пифагора) на компонен-
тах векторов; 
F
-1  – обратное Фурье-преобразование. 
Алгоритм согласования частоты дискретизации со сходимостью оператора декон-
волюции в задаче следующий. Задается начальное значение К=7 и значение погрешности 
итеративного оператора 10-1. Выполняется процесс формирования панхроматических 
изображений с деконволюцией их для коррекции резкости. Останов деконволюции вы-
полняется или по достижении значения погрешности вычисления с оператором деконво-
люции или на момент начала изменения контраста изображения [11,12,13].  .  
Если в последнем случае значение погрешности вычисления с оператором декон-
волюции не достигнуто, то К увеличивается на 1 и процесс деконволюции повторяется с 
последующим увеличением К до достижения значения нормативной погрешности. Можно 
К увеличивать и на нецелое число, но это направление еще нуждается в исследовании.  
2. Результаты обработки изображений в предлагаемой модели 
Ниже на рисунках 1–3 приведены фрагменты сформированных кадров всех ка-
налов с «Ресурс Д» (территория Испании) с заметной яркой точкой немного правее 
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центра кадра с ее субпиксельным и орбитальным (за счет СДИ) сдвигом вместе со 




Рис.1. Канал 1 зондирования ареала с «Ресурс Д» 




Рис.2. Канал 2 зондирования ареала с «Ресурс Д» 




Рис. 3. Канал 3 зондирования с «Ресурс Д» 
Fig. 3. Channel 3 sounding from «Resource D» 
 
Далее на масштабированном окне в районе яркой точки показан один из исходных 
каналов (рис.4), далее (рис. 5) показан виртуальный канал со сверхразрешением (с в два 
раза меньшими по апертуре пикселами на изображении), полученном на методе IBP с мо-




Рис. 4. Окно из канала 1 с масштабированием для рассматривания пиксельной картины и дополни-
тельным контрастированием сюжета изображения с выделенным пикселом в яркой точке 
Fig. 4. Window from channel 1 with scaling to view the pixel picture and additional contrast of the plot of 
the image with the selected pixel in the bright spot 
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Пиксел выделялся методом нахождения максимума коэффициента корреляции 
ожидаемой «картины» и яркой точки [14,15,16]. Видна сложная структура пиксельной 
картины яркой точки в виде ФРТ гауссового типа в данной апертуре пикселов. 
Выявление одиночного пиксела же без наличия виртуальной ФРТ (гауссового вида) 
приводит к сильно неустойчивым решениям относительно каждого импульса. Этот вопрос 





Рис.5. Окно после формирования сверхразрешения с вдвое меньшими по апертуре пикселами 
Fig.5. Window after the formation of superresolution with half the aperture pixels 
 
Виден яркий элемент на выделенном и ранее засвеченном пикселе (левый верхний 
субпиксел) – максимально засвечен вдвое меньший по апертуре пиксел, т.к. выполнялось 
подавление остаточной ФРТ на инспирированных изображениях по технологии согласо-
ванных с ЧКХ возмущений операторов деконволюции изображений для формирования 
сверхразрешения. 
Ниже показано окно с соответствующим масштабированием и видно, что яркая 
точка это ряд строений, которые на изображении со сверхразрешением представлены бо-
лее репрезентативно. 
Для случая создания цветного изображения каждое из трех изображений по кана-
лам, участвует в процедуре сверхразрешения, и таких паттернов со сверхразрешением со-
здается три при соответствующих задержках на несколько (от 1 до 3) строк (с дублирую-
щим хранением в ОЗУ аппарата). Далее эти три изображения координатно совмещаются с 
назначением каждому из них цветового кода [18, 19].  При этом истинность цветового 
отображения местности зависит от точности настройки цветов на опорных ориентирах 
сравнением их с ориентирами на цветном изображении, полученном без режима сверхраз-
решения. 
Ниже приведены исходное изображение (Рис.6) и изображение со сверхразре-
шением (рис.7), полученные соответствующими и описанными выше совмещениями 





Рис.6. Синтезированное по трем каналам панхроматическое изображение 
Fig.6. Three-channel synthesized panchromatic image 
 





Рис.7. Синтезированное по трем каналам панхроматическое изображение со сверхразрешением 
Fig.7. Three-channel synthesized panchromatic image with superresolution 
 
На рисунках 8 и 9 приведены ПЧС исходного панхроматического изображения и 
после выполнения процедур сверхразрешения, соответственно. ПЧС исходного изображе-
ния представляется в исходных «крупных» пикселах, как и само изображение, спектр 
изображения со сверхразрешением – в пикселах с вдвое меньшей апертурой (как и само 
изображение со сверхразрешением). ПЧС изображения со сверхразрешением имеет более 
четкие тенденции и направления т.н. волновых векторов с перераспределением энергии в 




Рис.8. ПЧС исходного изображения 




Рис.9. ПЧС изображения со сверхразрешением 
Fig.9. PSE images with superresolution 
 
Следует заметить, что при совмещении изображений всегда формируется специфи-
ческая снижающая разрешение остаточная ФРТ, вызванная неполнотой геометрических 
коррекций на участниках совмещения из-за отсутствующей на аппарате и предельно необ-
ходимой более детальной информации об уходах фактической СДИ от запрограммирован-
ной, а также о состоянии тангажа, рыскания, крена аппарата [20]. В ЧКХ трактов в экспери-
менте присутствовали точки сингулярности и К при деконволюции достигло значения 9. 
Заключение 
При формировании космического изображения сверхвысокого разрешения с моде-
лированием группировки из изображений аппарата «Ресурс Д» частота дискретизации 
(при передискретизации на основе интерполяции) изображений и дискретного представ-
ления операторов деконволюции выбиралась из условия согласования с верхней модой 
ПЧС модели сингулярной на мере нуль функции (по теореме Котельникова) и корректи-
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ровалась в сторону увеличения в зависимости от достижимости погрешности сходимости 
итеративного оператора деконволюции изображения. 
Радиус ПЧС изображения со сверхразрешением относительно радиуса ПЧС исход-
ного панхроматического изображения увеличен в 1,7 раза. Это меньше, чем полученные 
на соответствующих моделях ранее результаты от 2 до 4 раз увеличения радиуса ПЧС и, 
соответственно, пространственного разрешения по Фуко [1]. На снижении профита техно-
логии сверхразрешения сказывается отсутствие необходимого для двумерного паттерна 
четвертого независимого канала зондирования ареала и сам факт совмещения трех разне-
сенных пространственно, и, соответственно, разнесенных по требуемым параметрам 
изображений. При нарушениях: некорректной модели сингулярности на мере нуль, некор-
ректно выбранной модели самого интервала меры нуль, некорректной процедуре согласо-
вания выбора частоты дискретизации изображений в связи с фактом сходимости итера-
тивного оператора деконволюции к заданной погрешности получение результата, соответ-
ствующего изображению на рисунке 7, сильно осложняется. 
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